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В 
названии этой статьи есть слово-

сочетание "нелинейный мир"… 

Думаю, что большинство чита-

телей поняли смысл этого сло-

восочетания, но я всё же расшифрую его.

Реальные системы можно рассматривать 

как линейные только в ограниченном 

диапазоне нагрузок. Реальный же мир 

вокруг нас нелинеен (рис. 1). Нелиней-

ность есть нарушение принципа супер-

позиции в некотором явлении (механи-

ческой системе): результат действия 

суммы факторов не равен сумме резуль-

татов от отдельных факторов. Однако по 

разным причинам, в том числе в связи 

с отсутствием необходимых знаний, на-

выков моделирования, необходимого 

программного обеспечения, инженеры 

зачастую решают задачи только в линей-

ных постановках. Даже когда линейный 

подход дает очень большие погрешно-

сти. Точное же моделирование поведе-

ния системы часто требует проведения 

нелинейного анализа.

Введение
Пару месяцев назад я опубликовал ста-

тью "Просто о нелинейном анализе ме-

тодом конечных элементов. На примере 

кронштейна". В ней я постарался до-

ступно разъяснить минимальный объем 

терминов и теории, необходимой для 

осознанного проведения нелинейного 

статического анализа, подробно разо-

брал алгоритм решения простой нели-

нейной задачи. Повторяться не буду, на-

помню несколько основных положе-

НЕЛИНЕЙНЫЙ МИР И ИНСТРУМЕНТЫ 
ДЛЯ РАСЧЕТА СЛОЖНЫХ 
НЕЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧ 
МЕТОДОМ КОНЕЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ

Рис. 1
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ний – и приступим к обзору более слож-

ных явлений, задач механики и инстру-

ментов, необходимых для решения этих 

нелинейных задач.

Линейные допущения часто справедли-

вы, но сегодня при разработке изделий 

всё чаще необходимо проводить нели-

нейные расчеты. Чтобы сократить объем 

экспериментальной отработки, пользо-

ватели нуждаются в моделях более высо-

кой точности: уточняются геометриче-

ские модели, увеличивается точность 

физических моделей. Это означает, что 

учитываются нелинейные эффекты, та-

кие как контакты, большие деформации 

и свойства материала. Нелинейность за-

дачи может быть обусловлена необходи-

мостью учета истории нагружения кон-

струкции – то есть разложение задачи на 

составляющие воздействия и последую-

щее объединение результатов невозмож-

ны. Без учета этих эффектов решения 

могут оказаться неточными, что приве-

дет к неверным выводам. Или же изде-

лия могут быть спроектированы с очень 

большим запасом прочности, а потому 

станут слишком дорогостоящими.

Классическая физика и математика у нас 

одна, но в разных расчетных комплексах 

используются разные наборы алгорит-

мов и инструментов для решения задач 

методом конечных элементов. В этой 

статье я расскажу об инструментах, име-

ющихся в арсенале препостпроцессора 

Femap с решателем NX Nastran, за более 

чем 35 лет многократно доказавшим 

свои надежность, точность и скорость. 

Для решения самых сложных нелиней-

ных задач, в том числе если необходимо 

учесть историю нагружения конструк-

ции, подходит модуль многошаговых не-

линейных решений Multistep Nonlinear 

(SOL401 / SOL402).

Контакты и применение сабкейсов
В рамках одного многошагового реше-

ния можно изменять условия контакта 

поверхностей с помощью сабкейсов. 

Сабкейсы – это отдельные решения, из 

которых можно сложить общее решение 

со сложной историей приложения на-

грузок, изменения граничных условий. 

Например, при моделировании сборки 

можно добавлять или удалять контакты 

в определенной последовательности.

Трение может быть учтено в настройках 

контакта, а коэффициент трения – быть 

постоянным или изменяться в зависи-

мости от скорости, температуры и вре-

мени. Детали, которые контактируют, 

обычно рассматриваются как деформи-

руемые. Но если одна часть намного 

жестче другой, стоит рассматривать ее 

как жесткую, чтобы упростить задачу без 

существенных погрешностей. Это также 

позволяет применять принудительное 

перемещение твердого тела на жесткой 

части в качестве нагрузки.

На рис. 2 изображена модель, в которой 

резиновое уплотнительное кольцо зада-

но гиперупругим материалом. Модели-

рование позволяет вычислить напряже-

ния и перемещения в резиновом уплот-

нительном кольце, используемом для 

уплотнения крышки, надетой на ци-

линдр. В целях повышения эффектив-

ности модель строится с использовани-

ем осевой симметрии. Видимый круг – 

это поперечное сечение уплотнительно-

го кольца. Размеры кольца уплотнителя 

в ненапряженном состоянии меньше 

диаметра цилиндра, поэтому начальное 

положение уплотнительного кольца по-

казывает, что уплот нительное кольцо 

и цилиндр частично перекрываются. На 

первом этапе моделирования при опре-

делении контакта производится компен-

сация перекрытия, то есть уплотнитель-

ное кольцо растягивается радиально. 

Затем колпачок опускается и уплотни-

тельное кольцо деформируется при со-

прикосновении со стенкой цилиндра. 

Таким образом образуется уплотнение.

Геометрические несовершенства КЭ-

сетки могут быть исправлены путем на-

стройки допусков по зазорам и натягам 

или путем сглаживания граней. В случае 

возникновения трудностей со сходимо-

стью есть множество вариантов решения 

этой проблемы. Например, опция "Нор-

мальная регуляризация" полезна, когда 

условия контакта включают мягкие ма-

териалы, такие как резина. "Тангенци-

альная регуляризация" позволяет избе-

жать разрывов в силах трения. Кроме 

того, локальная жесткость и демпфиро-

вание в контакте контролируются поль-

зователем, что также может использо-

ваться для улучшения сходимости. 

В постпроцессоре могут быть проанали-

зированы следующие результаты: кон-

тактное давление, расстояние по норма-

ли, скольжение, контактные силы.

Существует множество применений для 

контактов, включая болтовые соедине-

ния, имитацию падения и посадку с на-

тягом.

Моделировать болтовые соединения 

можно с помощью 1D конечных элемен-

тов (балки, стержни), 2D (плоские эле-

менты) или 3D-элементов. Преднатяже-

ние можно выполнять с помощью не-

скольких сабкейсов – например, если 

нужно смоделировать последователь-

ность затяжки болтов. Сабкейсы пред-

натяжения могут быть реализованы не 

только первыми по счету, но и в любой 

последовательности. При анализе дру-

гих сабкейсов вычисленные преднапря-

жения сохраняются, но фактическая на-

грузка на болты может изменяться при 

дальнейшем приложении нагрузок. 

Пользователи могут анализировать нор-

мальные, сдвиговые напряжения, мо-

менты в болтах – на протяжении всего 

решения.

Рис. 2
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На рис. 3 изображена модель, позволяю-

щая проанализировать следующую по-

следовательность сборки/нагрузки/раз-

грузки: затяжка болта № 1, затяжка болта 

№ 4, затяжка болта № 2, затяжка болта 

№ 3, приложение эксплуатационной на-

грузки, снятие нагрузки, снятие затяжки.

Большие перемещения 
(деформации) и анализ после 
потери устойчивости
Большие линейные и угловые переме-

щения – это фундаментальные нелиней-

ные эффекты (рис. 4). Они учитывают 

изменение положения нагрузки по мере 

деформации системы. Также существует 

эффект изменения жесткости изделия от 

нагрузки. Решение после потери устой-

чивости – это не ли нейное решение 

с включенными эффектами больших де-

формаций.

Нагрузка вызывает потерю жесткости 

изделия, приводящую к последующим 

большим деформациям при небольших 

изменениях нагрузки. Существуют эф-

фективные алгоритмы, позволяющие 

анализировать систему после превыше-

ния критической нагрузки потери устой-

чивости.

Анализ после потери устойчивости – это 

особый тип статического сабкейса 

в Femap. В стандартном квазистатиче-

ском анализе нагрузки увеличиваются 

в соответствии с законом, определен-

ным пользователем. Но некоторые из-

делия неустойчивы из-за их формы по-

сле достижения определенного уровня 

нагрузки. Такие изделия скачкообразно 

теряют жесткость в некотором диапазо-

не нагрузок. Для решения подобного 

рода задач следует использовать алго-

ритм "длины дуги" (arclength) – с его 

помощью решают задачи неустойчивого 

изгиба, потери устойчивости. Решение 

позволяет не только определить крити-

ческую нагрузку потери устойчивости на 

изгиб, но и проанализировать, как будет 

вести себя конструкция после того как 

она потеряет устойчивость. Вместо из-

менения нагрузок, основанных на вре-

менном приращении, алгоритм автома-

тически изменяет приращения нагрузки 

пропорционально перемещениям, а не 

времени.

Начальные несовершенства формы ока-

зывают в задачах потери устойчивости 

большое влияние. Несовершенства фор-

мы могут быть учтены как искривления 

в геометрии/сетке, что можно использо-

вать для учета несовершенств производ-

ственного процесса. Пользователь мо-

жет моделировать места преднамеренно-

го изгиба или моделировать поврежде-

ния, полученные в ходе эксплуатации.

Физическая нелинейность 
(нелинейность свойств 
материалов). Пластичность, 
гиперупругость, вязкость, 
ползучесть и композиты
В традиционном линейном анализе все 

материалы рассматриваются как линей-

ные и упругие. Многошаговый нелиней-

ный решатель Femap поддерживает не-

линейные свойства совместно с изо-

тропным, ортотропным, анизотропным 

поведением. Также поддерживаются еще 

несколько нелинейных моделей поведе-

ния материала, включая пластичность, 

гиперупругость, ползучесть и поврежде-

ние (damage). Пользователям, от кото-

рых требуется задать уникальные свой-

ства материалов, предоставлена возмож-

ность дополнительно добавлять соб-

ственные модели материалов.

Пластичные модели материалов с различ-

ными настройками доступны для моде-

лирования. Пользователи могут задать 

кривую напряжений-деформаций как 

билинейную или полилинейную (рис. 5). 

Эффекты нагрузки/разгрузки могут 

быть описаны с помощью изотропных, 

Рис. 4 Рис. 5

Рис. 3
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кинематических или смешанных моде-

лей упрочнения. Кривые напряжений-

деформаций также могут быть дополне-

ны температурной зависимостью. Таким 

образом материалы, зависимость 

свойств которых от температуры необхо-

димо учесть при решении задачи, могут 

быть описаны адекватно.

Гиперупругие материалы благодаря своим 

свойствам широко используются в раз-

личных отраслях. Они не зависят от ско-

рости деформации. К таким материалам 

относятся резина, пена, биологические 

и полимерные материалы. Они поддер-

живают очень большие деформации (бо-

лее 600%), практически несжимаемы, 

а также для них могут быть заданы темпе-

ратурные зависимости. Доступны стан-

дартные модели материалов Муни-Рив-

лина (Mooney-Rivlin), Огдена (Ogden) 

с эффектом Муллинса (Mullins) и модели 

пенопласта. На рис. 6 изображена модель 

кожуха рукоятки переключения передач. 

Материал кожуха задан как гиперупру-

гий резиновый материал с использова-

нием модели Муни-Ривлина. Поверхно-

сти кожуха настроены для самоконтакта.

Вязкоупругие материалы – это упругие 

материалы, обладающие способностью 

рассеивания механической энергии из-

за влияния вязкости.

Эластичные материалы, такие как ре-

зина, растягиваются мгновенно и бы-

стро возвращаются в исходное состоя-

ние после снятия нагрузки. Вязкость 

(внутреннее трение) – это свойство 

тела оказывать сопротивление переме-

щению одной его части относительно 

другой. Femap поддерживает вязко-

упругие материалы с формулировками 

серий Кельвина и Прони. Модель 

Кельвина отражает явление упругого 

последействия, которое представляет 

собой изменение упругой деформации 

во времени, когда она или постоянно 

нарастает до некоторого предела после 

приложения нагрузки, или постепенно 

уменьшается после ее снятия (рис. 7). 

Когда снимается напряжение, матери-

ал постепенно расслабляется до неде-

формированной стадии. Модель Кель-

вина применяется для органических 

полимеров, резины, дерева при невы-

сокой нагрузке.

Деформации типа ползучести происходят 

с течением времени без какого-либо из-

менения нагрузки. Деформация при 

ползучести, как и при пластичности, 

является необратимой (неупругой), по-

ведение материала при ползучести не-

сжимаемое.

Многие материалы, особенно в условиях 

высокой температуры, могут испыты-

вать деформации типа ползучести. 

Femap использует стандартную модель 

ползучести Бейли-Нортона и позволяет 

задавать температурные зависимости 

для определяющих коэффициентов.

В большинстве материалов при действии 

постоянной нагрузки выделяют три ста-

дии ползучести (рис. 8). На первой ста-

дии скорость деформации уменьшается 

со временем. Это явление наблюдается 

в течение короткого периода времени. 

Вторая стадия, более длительная, харак-

теризуется постоянным значением ско-

рости деформации. На третьей стадии 

скорость деформации быстро увеличи-

вается вплоть до полного разрушения 

материала (разрыва образца).

Многошаговый нелинейный решатель 

Femap может моделировать нелинейное 

поведение композиционных материалов 

в результате внутрислоевого или меж-

слоевого разрушения (рис. 9).

В случае внутрислоевого разрушения от-

дельные слои ослабевают и теряют жест-

кость при превышении определенного 

уровня нагрузки. Решатель отслеживает 

жесткость каждого слоя в изделии и об-

новляет жесткость элемента по мере того 

как слои становятся более поврежден-

ными. В крайнем случае может произой-

ти полная потеря жесткости в элементе. 

Внутрислоевые разрушения (для одно-

направленного или тканого слоя) быва-

ют различных типов: разрушение воло-

кон, разрушение матрицы, разрушение 

связей между матрицей и волокнами.

Рис. 6

Рис. 7 Рис. 8
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При межслоевом разрушении связь меж-

ду слоями изделия может ослабнуть 

и потерять жесткость. Femap использует 

связующие элементы для моделирова-

ния такого поведения. Моделирование 

показывает области, где связь теряется 

и слои могут отделяться.

Учет истории нагружения. 
Многошаговые решения 
с применением сабкейсов
Состояние конструкции в некоторых 

случаях зависит от последовательности 

приложения нагрузок, то есть нелиней-

ность задачи может быть обусловлена 

необходимостью учета истории нагруже-

ния конструкции.

Есть задачи, в которых достаточно учесть 

исходное напряженно-деформирован-

ное состояние (часто для нелинейно-

стей, связанных с поведением материа-

ла). Но иногда бывает необходимо учесть 

сложную историю нагружения, состоя-

щую из нескольких сабкейсов с изменя-

ющимися силовыми факторами и гра-

ничными условиями. Граничные усло-

вия могут меняться при изменении пло-

щадок контакта.

Важной особенностью многошагового 

нелинейного решателя Femap является 

то, что он может поддерживать несколь-

ко сабкейсов и выполнять различные 

решения – такие как статические, дина-

мические, модальные в отдельных саб-

кейсах в рамках одного решения. В до-

полнение к изменению типа анализа 

в сабкейсах также можно изменять на-

стройки параметров и граничные усло-

вия. Это открывает пользователям боль-

шие возможности настройки решений. 

Вот типовой сценарий с использованием 

сабкейсов: каждый сабкейс начинается 

с условий, в которых закончился преды-

дущий сабкейс. Такой сабкейс называет-

ся последовательным. Но пользователь 

также может начать решение снова и не 

в последовательном сабкейсе.

На рис. 10 показан пример моделирова-

ния трех компонентов авиационного 

двигателя: два фланца и ступица соеди-

нены болтами в несколько этапов. Для 

эффективного решения используется 

симметричный сектор модели. На пер-

вом этапе анализируются отклонения от 

пресс-формы для одного фланца и сту-

пицы. На втором два болта затягивают-

ся, чтобы соединить фланец и ступицу. 

На третьем рассматривается запрессовка 

второго фланца. На четвертом затягива-

ются еще два болта, чтобы соединить 

второй фланец и ступицу. Затем, на пя-

том этапе, анализируется нагрузка от 

высокоскоростного вращения полно-

стью соединенных деталей. Последним 

шагом является модальный анализ – он 

используется для прогнозирования на-

пряжений от вибрации. Этот полный 

набор из шести шагов может быть вы-

полнен в рамках одного анализа, что 

позволяет получить богатый набор дан-

ных для понимания напряженно-дефор-

мированного состояния двигателя.

В дополнение к статическим сабкейсам 

поддерживаются динамические (transient). 

Этот тип сабкейса может начинать реше-

ние или следовать за статическими саб-

кейсами (рис. 11). При запуске решения 

могут быть применены начальные условия 

в форме перемещений или скорости. На-

пример, для моделирования падения ра-

ционально начинать решение с точки не-

посредственно перед ударом и задавать 

начальную скорость, равную скорости 

удара. Если динамический анализ следует 

за статическим или другим динамическим 

анализом, то отклонения, скорости, уско-

рения в начале сабкейса будут такими же, 

как в конце предыдущего сабкейса.

В динамическом сабкейсе сгенериро-

ванные силы инерции, демпфирование, 

Рис. 9

Рис. 11

Рис. 10
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матрица жесткости и силы уравновеше-

ны приложенными нагрузками. Силы 

инерции можно отключить при анализе 

переходных процессов. Это очень полез-

но для ускорения решения и перехода 

к стационарному состоянию.

Динамический анализ 
и моделирование кинематических 
связей
Моделирование падения часто выполня-

ется для электронных приборов, чтобы 

понять, насколько хорошо они пережи-

вут столкновение с землей. На рис. 12 

отображен ударный процесс, возникаю-

щий при падении тепловизионной каме-

ры. Материал корпуса из поликарбоната 

моделируется как упругопластичный ма-

териал, а внут ренняя печатная плата 

и электронные компоненты – как ли-

нейно-упругие материалы. Динамиче-

ский анализ начинается с точки сопри-

косновения тепловизора с землей. Каме-

ре задается начальная скорость, соответ-

ствующая высоте, с которой она была 

сброшена (в данном случае это высота 

1 метр). Камера быстро соприкасается 

с землей и отскакивает. Анализируются 

напряжения и деформации корпуса 

и бортов.

Femap поддерживает применение кине-

матических связей для соединения раз-

личных частей сборки. Поддерживаются 

основные типы шарниров, такие как ци-

линдрические, сферические шарниры, 

жесткие и гибкие направляющие.

На рис. 13 изображен процесс разверты-

вания солнечных панелей спутника, со-

единенных посредством цилиндриче-

ского шарнира. С помощью данной мо-

дели можно оценить вибрации и опреде-

лить уровень напряжений.

Заключение
Главными критериями качества для 

оценки расчетной модели и полученных 

результатов всегда были и будут сравне-

ние с натурными экспериментами и ана-

литическими решениями. Нелинейные 

модели не являются исключением из 

правил. Разработчики Femap из компа-

нии Siemens проверяют нелинейные 

формулировки с помощью тестов 

NAFEMS (Международная ассоциация 

инженерного моделирования и анализа) 

и аналитических решений.

В дополнение к проверке формулиро-

вок, алгоритмы регулярно тестируются 

с помощью большой библиотеки тесто-

вых моделей, чтобы избежать появления 

ошибок по мере добавления улучшений 

и расширений.

Однако перед каждым инженером каж-

дый раз встает вопрос адекватности при-

нятых допущений, правильного исполь-

зования имеющихся программных ин-

струментов и многокритериальной 

оценки полученных результатов.

Ознакомиться с обзором возможностей 

расчетного комплекса Femap с NX 

Nastran вы можете на сайте https://

solidrules.ru/simcenter-femap, есть возмож-

ность скачать бесплатную пробную вер-

сию Femap с NX Nastran1.
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